Ze SZYi'y Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
Naukowe 5(965)

ISSN 1898-6447
Zesz. Nauk. UEK, 2017, 5(965): 31-49
DOI: 10.15678/ZNUEK.2017.0965.0503

Jacek Osiewalski
Jerzy Marzec

Dwuwymiarowe zmienne
licznikowe — bayesowskie
modelowanie selekcji proby

Streszczenie

W artykule przedstawiono propozycj¢ tacznego modelu statystycznego dwoch zmien-
nych licznikowych, z ktérych jedna moze by¢ zdegenerowana w zerze. Rozwazane jest
modelowanie oparte na przetaczaniu miedzy dwu- i jednowymiarowym modelem regre-
sji poissonowskiej, przy czym przetaczanie zalezy od zaobserwowanej wartoSci trzeciej,
dychotomicznej zmiennej. Zalecana jest analiza bayesowska; w dwdch szczegdlnych przy-
padkach proponowanego modelu bayesowskiego sformutowano konsekwencje wazne dla
wnioskowania. W czg§ci empirycznej rozwazane jest taczne modelowanie liczby ptatno$ci
gotéwka i karta w Polsce, z wykorzystaniem danych zar6wno dla posiadaczy kart, jak
i 0s6b ich nieposiadajacych.
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1. Wprowadzenie

Przy tacznym modelowaniu zmiennych licznikowych mozna spotkaé si¢
z sytuacjg, gdy jedna z nich jest z koniecznoSci zerem dla wielu obserwowanych
obiektéw. Na przyktad jesli badamy determinanty i wspétzalezno$¢ liczby prze-
jazdéw mieszkaficow miasta transportem publicznym i wtasnymi samochodami,
to dla 0s6b bez samochodu liczba przejazdéw tym Srodkiem jest stale réwna zero.
Powstaje pytanie, jakie sa mozliwoSci i konsekwencje wnioskowania o determi-
nantach liczby przejazdéw transportem publicznym oraz o zaleznosci migdzy
oboma liczbami przejazdéw na podstawie danych dotyczgcych wszystkich bada-
nych mieszkancéw miasta — wobec badania tych determinant i tej samej zalez-
noSci na podstawie danych dotyczacych tylko mieszkancéw miasta posiadajacych
samochdd. Wykorzystanie tych ostatnich danych oznacza wstgpng selekcje obser-
wacji 1 uniemozliwia przenoszenie wynikéw analizy na wszystkich mieszkancéw.
Aby wykorzystaé caty zbiér obserwacji i umozliwi¢ wyciaganie ogdlniejszych
wnioskéw, autorzy zaproponowali model statystyczny uwzgledniajacy przeta-
czanie miedzy dwoma modelami zmiennych licznikowych: modelem dwuwymia-
rowym i jednowymiarowym; za przetagczanie odpowiada dychotomiczny model
stosownej zmiennej zero-jedynkowej (reprezentujacej w przytaczanym przykta-
dzie posiadanie samochodu). Takie podejScie pozwala ujaé rézne sytuacje jako
przypadki szczeg6lne i sformutowac kluczowg testowalng hipotezg identycznosci
mechanizmu okreSlajacego generowanie (w dwdch grupach obiektéw) wartosci tej
zmiennej licznikowej, ktéra nigdy nie jest zdegenerowana.

Zasadnicza czeScig skfadowa omawianego w tej pracy modelu przetaczni-
kowego jest dwuwymiarowy model zmiennych licznikowych, opisujacy przy-
padek, w ktérym zadna ze zmiennych nie jest skoncentrowana w zerze. Regresja
poissonowska jest znanym modelem analizy zmiennych licznikowych. Istnieja jej
dwuwymiarowe uogdlnienia, lecz wigkszos$¢ z nich charakteryzuje si¢ ogranicze-
niami dotyczacymi znaku wspétczynnika korelacji migdzy zmiennymi, inne za$
prowadza do komplikacji natury statystyczno-numerycznej (zob. m.in. [Kocherla-
kota i Kocherlakota 1992, Winkelman 2008]). Modele, ktére dopuszczajg zaréwno
korelacje dodatnig, jak i uyjemng, mozna uzyskaé¢ wykorzystujac np. kopule lub
mieszanki rozktadéw. Innym podejsciem jest warunkowy model Poissona, ktéry
zaproponowali P. Berkhout i E. Plug [2004]. Oméwienie tych zagadnien, wraz
z odwotaniami do literatury, mozna znalez¢ m.in. w artykule [Marzec 2012].
Warto podkresli¢, ze w kontekScie modeli dwuwymiarowych nie pojawia si¢
w literaturze kwestia selekcji proby.

Jako gtéwna czegs§¢ sktadowa proponowanego modelu statystycznego wyko-
rzystano specyfikacje ZIP-CP (zero inflated Poisson — conditional Poisson),
ktéra zaproponowano w pracy [Marzec i Osiewalski 2012]. Jest to dwuwymia-
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rowa regresja typu Poissona, ogdlniejsza niz model P-CP (Poisson — conditional
Poisson), ktéry wprowadzili P. Berkhout i E. Plug [2004]. W modelu P-CP przyj-
muje si¢ brzegowy rozktad Poissona dla jednej zmiennej i warunkowy rozktad
Poissona dla drugiej (przy ustalonej pierwszej); model ten jest tatwy w estymacji
1 dopuszcza korelacje réznego znaku (dodatnig albo ujemna), ale znak ten zalezy
od znaku jednego parametru, a nie od zmiennych objasniajacych. W modelu
ZIP-CP dwuwymiarowej regresji typu Poissona zamiast brzegowego rozktadu
Poissona pierwszej z dwéch zmiennych wprowadza si¢ rozktad typu ZIP, w wersji
»plotkowej” (hurdle model), co prowadzi do znaku kowariancji (migdzy oboma
zmiennymi licznikowymi) zaleznego od wartoSci zmiennych objaSniajacych.
Charakterystyki modelu ZIP-CP wynikaja z wtasno$ci dwuwymiarowego skoko-
wego rozktadu ZIP-CP, ktory wprowadzit i zbadat J. Osiewalski [2012]. Druga
cze§¢ proponowanego modelu przetacznikowego to jednowymiarowa regresja
Poissona dla drugiej zmiennej — w przypadku gdy pierwsza jest zdegenerowana
(skoncentrowana w zerze). Jak juz wspomniano, trzecig czg¢scig jest specyfikacja
dychotomiczna, opisujaca przetagczanie migdzy przypadkiem dwuwymiarowym
(niezdegenerowanym) i jednowymiarowym (zdegenerowanym).

Nastepny punkt pracy po§wigcony jest prezentacji probabilistycznych podstaw
modelu, tj. rozktadéw skokowych wykorzystywanych w budowie trzech czeSci
sktadowych tego modelu — w szczeg6lnosci rozktadu ZIP-CP. W trzecim punkcie
omdéwiono proponowany model statystyczny i postaé funkcji wiarygodnoSci oraz
przedstawiono analiz¢ bayesowska tego modelu, zwracajagc uwage na jego dwa
przypadki szczegdlne. W czwartym, empirycznym punkcie pracy zaprezento-
wano nowe wyniki, uzyskiwane na podstawie petnego zbioru danych, w fagcznym
badaniu liczb transakcji dokonywanych karta bankowa i gotowka (zob. [Polasik,
Marzec, Fiszeder i Gérka 2012] oraz [Marzec i Osiewalski 2012]). Przyktad ten
ilustruje problemy modelowania i wnioskowania w sytuacji zmiennych liczniko-
wych, z ktérych jedna (liczba ptatnoSci kartg) jest zdegenerowana dla wielu bada-
nych jednostek (os6b nieposiadajacych kart). W piatym punkcie zawarto uwagi
koficowe.

Proponowany w tej pracy przyktad empiryczny wpisuje si¢ w badania
rozwoju obrotu bezgotéwkowego w Polsce, ktére sa prowadzone od kilku lat
(zob. np. [Polasik i Maciejewski 2009, Fiszeder i Polasik 2009, Polasik 2015,
Polasik, Wisniewski i Lightfoot 2012, Gérka 2013, Goczek i Witkowski 2015,
2016]). Z punktu widzenia banku centralnego interesujaca kwestig jest okreslenie
czynnikéw motywujgcych do korzystania z kart platniczych i identyfikacja tych
barier utrudniajacych dziatalno$¢ przedsigbiorstw handlowych, ktére sg zwia-
zane z dodatkowymi optatami interchange za transakcje dokonane przy uzyciu
kart. Dla gospodarki i finanséw pafistwa wymierne korzySci rodzi ograniczenie
transakcji gotéwkowych miedzy klientem detalicznym a sprzedawcg na rzecz
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transakcji dokonywanych kartg, co czg¢§ciowo przyczynitoby si¢ do zmniejszenia
szarej strefy. Waznym elementem badan wzbogacajacych obecny stan wiedzy na
temat ptatnoSci kartg i gotéwka sa propozycje nowych modeli ekonometrycznych,
opisujacych ztozone decyzje podejmowane przez konsumentow.

2. Probabilistyczne podstawy nowego modelu statystycznego

Rozwazamy taczny rozktad prawdopodobiefistwa trzech zmiennych losowych
(Y}, Y,, Y}), z ktdrych trzecia ma rozktad dwupunktowy (jest zmienng zero-jedyn-
kowa), druga moze przyja¢ dowolng warto$¢ catkowita nieujemna, a pierwsza ma
rozktad jednopunktowy, gdy Y;=0 (Pr{Y1 =0 ‘ Y;=0}=1 ), moze za$§ przyjac
dowolng warto8¢ catkowitg nieujemng, gdy Y, = 1. Zatem przy Y, = 0 rozktad
(warunkowy) pary (Y|, ¥,) jest tozsamy z rozktadem pary (0, ¥,), czyli odpowiada
rozktadowi pojedynczej zmiennej Y,. Jedynie przy Y, = 1 rozkfad pary (¥, Y,)
jest dwuwymiarowym rozktadem na zbiorze wszystkich par liczb catkowi-
tych nieujemnych. Temu ostatniemu po§wigcamy specjalng uwage, rozwazajac
przypadek prostszy: P-CP (zob. [Berkhout i Plug 2004]) i og6lniejszy: ZIP-CP
(zob. [Osiewalski 2012]).

Przy Y, = 1 rozktad prawdopodobienstwa pary (Y, ¥,) jest nastepujgcy:

Pr{Yl=i,Y2=j|Y3=1}=Pr{Yl=i\Y3=1}Pr{Y2=j\Y3=1,Yl=i}=g(i)h(j,i), )

przy czym i, j € NU{0}. Jesli rozktad zmiennej Y, jest rozktadem Poissona
o wartoSci oczekiwanej i wariancji A, a rozktad warunkowy Y, przy ustalonej
wartoSci zmiennej Y, jest rozktadem Poissona o wartoSci oczekiwanej i wariancji
Mexp(al),czyli

g(i)=e™(nY/il, h(j,i)=exp(-he®)(hy)Y e /)1, )

to mamy rozkfad dwuwymiarowy P-CP o momentach postaci [Berkhout i Plug
2004]:

E(Yy| Ys=1)=Dyexp[, (e"~1)], 3)
Var( Y| Ys=1)=E(1, | Y3=1)+[E(Y2| Y, =1>]2{exp[7\,l(e°‘—l)2]—l}, @
Cov(Yl,Yz\ Y3=1)=x1(e°~—1)E(Y2\ Yy=1). G)

Jesli a#0, to wariancja (4) zmiennej Y, jest wigksza od wartoSci oczekiwa-
nej (3). Zalezno$¢ migdzy obu zmiennymi sprawia, ze rozktad zmiennej Y, odpo-
wiada empirycznie czgstej sytuacji zwigkszonej wariancji danych licznikowych.
Rozktad zmiennej Y,, czyli rozktad Poissona, nie ma tej wtasciwosci. Jest to
pierwszy powdd uogdlnienia dwuwymiarowego rozktadu P-CP przez wprowa-
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dzenie rozktadu typu ZIP na miejsce brzegowego rozktadu Poissona. Modele
regresji dla skokowej zmiennej objasnianej z nadmierng liczba zer spopulary-
zowat giéwnie D. Lambert [1992], a A.C. Cameron i P.K. Trivedi [1998, 2005]
oraz R. Winkelman [2008] przedstawiaja stosowne modele danych licznikowych
z przyktadami ich zastosowafi w ekonomii.

Nalezy zauwazyc, ze znak kowariancji migdzy Y, 1Y), czyli znak wyrazenia (5),
zalezy jedynie od znaku stafej o, a nie od wielkosci A, A,, parametryzowanych
glebiej (uzaleznianych od zmiennych objasniajacych) w statystycznych zastosowa-
niach tego modelu probabilistycznego. Uogdlnienie, ktére zaproponowat J. Osie-
walski [2012], dopuszcza zwigzek znaku kowariancji i wielkoSci A ;. Ta ogélniejsza
klasa rozktadow (oznaczana gwiazdka) jest okre§lona przez ten sam warunkowy
rozktad Y, przy ustalonym Y,:

Pr*{Y2=j| Y, =1.7, =i}=h(j,i)=Pr{Y2=j| Y, =1.7, =i} ©6)
oraz przez rozktad zmiennej Y|, ktéry odmiennie niz w (1) traktuje wartos¢ 0:

. { } Y dlai=0,

Py =i| Vy=1t=g'(i)={_1-7v . . (7)
1_g<0)g(1) dlai€ N,

gdzie vy jest ustalong liczbg z przedziatu (0, 1), funkcje g i & sg za$ takie same

jak w (1). Jesli y = g(0), to Pr*{)/l =i 1/3:1}:g*(i):g(i):Pr{Yl =i Y3=1}

i mamy przypadek (1). Jesli y # g(0), a funkcje g i h zadane sa nadal wzorami (2),

to rozktad zmiennej Y, jest typu ZIP, za$ warunkowy dla Y, przy ustalonym Y,

pozostaje rozktadem Poissona. Rozktad faczny to ZIP-CP, a jego momenty maja
0g0blng postac:

(1-E(re s

Yy=1)+(y-g(0))0"E(¥3| ¥;=1,%,=0)
- ®)

g(0) ’
gdzie wykorzystuje si¢ znang posta¢ momentéw rozktadu P-CP (dla m = 0 przyj-
mujagc 0" = 1). W szczegdlnoSci otrzymujemy:

E'(1'7;

Y3:1):

E'(%] ¥3=1)=(1-g(0))" (1-7)h,, )

E'(%|vi=1)=(1-g(0))" [(1-7) (Y2 | ;=1)+ (v - 2(0)h2], (10)
. - ~g(0

Var(yln=1)=lig(yo)xl<1+”;_§0;x), (11)

Var'(Y,| Y;=1)=

— —8(0 > y-g(0 (12)
g o o TR ) e
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Cov*<Yl,Y2‘Y3=1):

[a-eme--plesuter-y-y+er}, P

A 7\2( 1- Y)
(1-exp(—h, ))2
gdzie E(Y2‘ Y; :1) i Var(Yz‘ Y; :1) s3 momentami rozktadu P-CP danymi
w (3) i (4). Widzimy, ze zmienne tworzgce parg (Y,, Y,) o rozktadzie prawdopodo-
bienstwa ZIP-CP:

1) s skorelowane ujemnie, jesli [( 1—e™)e” —(1-y )]exp(hl(e“ ~1))<y—e™,

2) sg skorelowane dodatnio, jesli [( 1—e™)e" - (1-y )]exp (M(e*=1))>y —e™,

3) sq nieskorelowane, jesli [( 1—e™)e” —(1-y )]exp()»l(e“ —1))=y—e™.

W przypadku y = g(0)= e™, tj. rozktadu Poissona dla Y, (przy Y, = 1), ztozona
formuta kowariancji (13) sprowadza si¢ do znacznie prostszej postaci (5), gdzie
znak kowariancji zalezy jedynie od znaku stalej a.. W pozostatych przypadkach,
tj. gdy rozktad Y, jest typu ZIP, znak kowariancji (13) zalezy od wartosci przyj-
mowanych przez A, i a (a nie tylko od znaku tej drugiej statej). Oczywiscie,
konkretna warto$¢ kowariancji w rozktadzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz
— w konsekwencji — warto§¢ wspétczynnika korelacji zalezg od wszystkich statych
wystepujacych w funkcji prawdopodobienstwa tego rozktadu, tj. od y, A, A, 1 a.

Zauwazmy tez, ze zwigkszenie prawdopodobiefistwa zerowej wartosci Y,
(w stosunku do rozktadu Poissona o wartoSci oczekiwanej i wariancji A,), czyli
przyjecie rozktadu ZIP z y > g(0), prowadzi do wariancji (11) wigkszej niz
warto$§¢ oczekiwana (9). Rozktad ZIP-CP umozliwia modelowanie zwigkszonej
wariancji obu obserwowanych zmiennych licznikowych, chociaz nie sg one trak-
towane symetrycznie.

Powyzsze rozwazania dotyczyty jedynie rozktadu warunkowego pary (Y,, Y,)
przy Y, = 1, czyli bardziej ztozonej czg¢Sci specyfikacji trgjwymiarowej. Rozktad
zmiennej Y, przy Y; = 0 — i tym samym przy jedynej wartosci ¥, (réwnej 0) —
przyjmujemy tak, aby mozna byto bada¢ identyczno§¢ rozktadu warunkowego
zmiennej Y, przy ¥, = 0 w obu sytuacjach: ¥, =01 Y, = 1. Zaktadamy zatem, ze
jest to rozktad Poissona o funkcji prawdopodobienstwa:

Pr{Yz :J ‘ Y3 :O, Yl =0}=h0(j)=6Xp(—7\.2’0)(7\.2’0)j/]!, (14)

z parametrem A, o niekoniecznie réwnym A, .
Podsumowujac dotychczas przyjete zatozenia, wprowadzamy nastgpujacy
faczny rozktad trzech zmiennych skokowych:

pg (i)h(j,i), i,jENU{0},1=1,
Pr{Y,=i,Y,=j,Ys=1}=1(1-p)hy(j), i=0,;€ENU{0},/=0, 5)
0, i€EN, jeNU{0},1=0,
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gdzie p=Pr{Y;=1}. Brzegowy rozktad pary (¥,, Y,) jest swoista mieszankg
dwuwymiarowego rozktadu ZIP-CP i jednowymiarowego rozktadu Poissona:

Pr{Y,=i,Y,=j}=pg (i)h(j.i)+(1- p)lo(i)he(j). i.jENU{0},  (16)

gdzie 1,(.) oznacza funkcj¢ charakterystyczng zbioru A; jego momenty mozna
zapisaé jako:
E(Y'Y3)=pE(Y]'Y}

Yy=1)+(1-p)0"E( Y]

Y,=0,Y, =0), (17)

przy czym E*( YU'Y; | Ys :1> to moment zwykty lub mieszany rzedu (m, n)
w rozktadzie ZIP-CP, dany ogélnym wzorem (8), za$ E(YZ ‘ Y;=0,7Y, =0> to
moment zwykty rzedu n w rozktadzie Poissona z parametrem A, ;.

3. Model statystyczny

Rozwazamy T tréjwymiarowych zmiennych losowych (Y, ,Y,, Y, t=1,2,...,T),
gdzie Y;, sg zmiennymi zero-jedynkowymi. Przy Y, = 1, pary (Y,,, Y, ) majg r6zne
rozktady typu ZIP-CP:

PryY,=iYy=j| Yy=1}=gli)h, (i), i,jENU{0}, (18)
gdzie
Y, dlai=0,
* =. = = (i = 1_ .
Pr{Ylt i| ¥y, 1} g(i) —l_gty(’o)g,(i) dlai€ Ny g(i)=e™"(hy,) /i, (19

Pr*{Yz,:j| Y3,:1,Yl,:i}:h,(j,i):exp[—7»2,exp(oci)](xz,)fexp(ocij)/j!, (20)
klf:eXP(xzﬁl), 7"2t=eXp(WtB2)’ y,=exp(—e6}\1,)=exp(—exp(6+x,|31)); 21

X, 1w, sg wierszami wartoSci zmiennych objaSniajgcych, ktore mogg si¢ pokrywac
(w czedci lub w catosci). Zmienne te okreSlaja prawdopodobiefistwa pojawienia si¢
poszczegblnych par wartosci Y, 1 Y, ; wptyw x, i w, na te prawdopodobiefistwa jest
determinowany wielkoScig poszczeg6lnych sktadowych kolumn {3, i 3,, wielkoscig
parametru zaleznoSci o oraz wielkoScig parametru 9, ktory decyduje o odchyleniu
prawdopodobiefistwa, ze Y, = 0, od wartoSci wynikajgcej z rozktadu Poissona.
Zauwazmy, ze momenty rozktadu pary (Y|, Y,), podane w poprzednim punkcie
pracy, zalezg teraz od zmiennych obja$niajacych.

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (19) jest nazywana modelem
ptotkowym — zob. [Cameron i Trivedi 2005, s. 680]. Poréwnanie tej specyfikacji
z oryginalnym modelem ZIP przedstawia R. Winkelman [2008]. Gtéwnymi zale-
tami przedstawionej w niniejszym artykule propozycji sa prostota parametryzacji



38 Jacek Osiewalski, Jerzy Marzec

1 wzgledna tatwoS¢ estymacji oraz prostota testowania zasadnosci redukcji specy-
fikacji (19) do standardowego modelu Poissona.
Przy Y, =0, pary (Y, Y,) = (0, Y,) majg rozktady zdegenerowane (bo zmienne
Y, majg rozkiad Jednopunktowy), za$ jako warunkowe rozktady Y, przyjmujemy
r(’)Zne rozktady Poissona — przez analogi¢ do (20):

Pr{Y21=j|YSt=0’Ylt } ho:() exp[ )\21‘0](>\'2t0)1/]‘ 7‘2:,0=eXP(Wt52,0)- (22)

Jesli B, = B, g, to Pr {Yz, Jl Y3,=1,Y1,=0}=Pr{Y2t=j‘ Y3t:0,Y1,=O}, czyli
sposéb generowania wartosci zmiennej Y, przy Y, = 0 jest identyczny bez
wzgledu na warto$¢ zero-jedynkowej zmiennej Y, . Do weryfikacji hipotezy, ze
B, = B, potrzebny jest trojwymiarowy model statystyczny, tj. parametryczna
klasa rozktad6éw postaci:

pigi(i)h(j,i), i,jENU{0},I=1,
Pr{Y1,=i,Y2t=j,Y3,=l;6}= (l—p,)hoy,(j), i=0,j€NU{O},l=0, (23)
0, i€EN, jeNU{0},1=0,

gdzie p,=Pr{Y;=1}=1-F(—p;), z, jest wektorem zmiennych objasniaj-
cych, za$ F jest dystrybuantg reprezentujgcg dychotomiczny model zmiennej Y .
W badaniu empirycznym przyjmujemy model logitowy, czyli zaktadamy dystry-
buante rozktadu logistycznego. Warto byloby w przysztoSci rozwazy¢ modele
dychotomiczne oparte na dystrybuancie sko$nego rozktadu ¢ Studenta, ktore
J. Osiewalski i J. Marzec [2004a, 2004b] wprowadzili jako alternatywe dla dwdch
podstawowych specyfikacji: logitowej i probitowej. W modelu statystycznym
trojki zmiennych (Y, Y,,, ¥;) wektor parametréw 6 jest kolumng grupujacg
d,a,PB,PB2,B31P20. Zaktadamy, ze przy dowolnie ustalonym 6 tréjwymiarowe
obserwacje sg niezalezne.

Jesli zaobserwowano Y, =y .Y, =y, 1Y, =y, (t=1,2,...,T),to odpowiada-
jaca tym warto$ciom funkcja wiarygodnoS$ci ma postac:

L(e§y)=[ Ythr(thaO)] -

Wgr(ylt)ht(ym’ylr)
[,WH ho,r()’zz ][ I1 Pz][,); o 1 Pz] |(Bl’ﬁzaa’é)Lz(Bz,o)Ls(ﬁs),

I1
tyy=1,y1,=0

@4

tyy=1,y,>0 1 — &
Ly,=0 Lyy =

gdzie y oznacza macierz (3x7") zawierajaca zaobserwowane wartoSci zmien-
nych Y, , Y, iY,.Dwa pierwsze czynniki funkcji wiarygodnosci L odpowiadajg
dwuwymlarowej sktadowej mieszanki i tworzg funkcj¢ L, parametréw 0, o, 8 Bo;
kolejny czynnik odpowiada sktadowej jednowymiarowej i stanowi funkcj¢ L,
parametru 3, ;; ostatnie dwa czynniki odpowiadaja dychotomicznej zmiennej prze-
tacznikowej i tworzg funkcj¢ L, parametru f3,. Jesli brak jest zwigzkow migdzy
trzema wyréznionymi grupami parametréw, czyli charakteryzuja si¢ one swobodg
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zmiennoSci (variation freeness), to wnioskowanie o kazdej z nich prowadzi si¢
odrgbnie, na podstawie odpowiedniego czynnika L (r = 1, 2, 3), a nie na podstawie
petnej funkcji wiarygodnoSci. Zauwazmy, ze faktoryzacja funkcji wiarygodnoSci
nie wynika z konkretnej postaci rozktadéw, ktére przyjmujemy, lecz z samej
struktury modelu statystycznego i ze swobody zmiennoSci poszczegdlnych grup
parametréw. Na potrzeby wnioskowania brak zwigzkéw miedzy parametrami (lub
ich obecnosé¢) formalizuje si¢ SciSle na gruncie bayesowskim, gdzie wprowadza
sie rozktad a priori (miar¢ probabilistyczng) na przestrzeni parametréw i mozna
wtedy rozwazaé stochastyczng niezalezno$¢ grup (wektoréw) parametréw. W tej
pracy skupiamy si¢ na dwdch przypadkach: niezaleznosci a priori trzech wyrdz-
nionych grup parametrow i réwnosci 3, = 3, ;.

Przy separowalnosci funkcji wiarygodnos$ci niezaleznoS¢ a priori (8, o, f1,P2),
B, 1 B; prowadzi do niezaleznosci a posteriori tych parametrow (czyli niezalez-
noSci warunkowej przy znanych obserwacjach). Oznacza to catkowitg odrebnos¢
wnioskowania o kazdej grupie parametréw oraz zasadno$¢ wykorzystania tylko
danych z y, = 1 w estymacji (8, a,3,,) i tylko danych z y, = 0 w estymacji
B, - Oczywiscie, wnioskowanie o funkcjach wektora 6 wszystkich parametréw —
takich jak np. Corr( Yi, Y5 ‘ 6), tj. bezwarunkowy wspétczynnik korelacji miedzy
pierwszymi dwoma elementami tréjki (Y,,, ¥,,, ¥;) — musi by¢ oparte na rozkta-
dzie a posteriori catego wektora 0, wykorzystujacym petna funkcje wiarygod-
nosci i kompletne dane. Empirycznie interesujace moze by¢ poréwnanie dwéch

wspodlczynnikow korelacji — bezwarunkowego Corr( Yin Yy ‘ 6) i warunkowego,

okreSlanego tylko na podstawie modelu ZIP-CP, t;. Corr( Yl,,Yz,’ Y3,=1,6>=
=C0rr*(Y1,,Y2, ‘ Y3,=1,6,0L,|31,[32>.

W przypadku gdy zaktadamy 3, = 3, ,, czyli niezalezny od Y; mechanizm gene-
rowania Y, , czynnikéw L, i L, funkcji wiarygodnoSci nie da si¢ rozwazac¢ odrgbnie,
gdyz oba zalezg od tego samego wektora 3,. Wnioskowanie o samych parametrach
(a nie tylko o takich ich funkcjach, jak bezwarunkowy wspoétczynnik korelacji)
musi wykorzystywac petng funkcje wiarygodnoSci, opartg na wszystkich obserwa-
cjach. Ograniczenie si¢ we wnioskowaniu jedynie do danych z y, = 1 oznaczatoby
..biad selekeji proby”. Testowanie hipotezy 3, = p, , mozliwe jest oczywiscie tylko
w przypadku nienarzucajagcym takiej restrykcji.

Pelna specyfikacja bayesowskiego modelu statystycznego z rozktadem prob-
kowym postaci (23), prowadzacym do funkcji wiarygodnoSci (24), wymaga przy-
jecia konkretnego rozktadu a priori wektora 0. Proponujemy zatozy¢ niezalezno$é
a priori parametréw i dla kazdego indywidualnie przyja¢ standardowy rozktad
normalny N(0, 1). Zerowe wartosci oczekiwane a priori oznaczaja, ze najwieksza
szans¢ dajemy wstepnie modelowi bez zmiennych obja$niajacych. Jednostkowe
odchylenia standardowe a priori daja gwarancjeg, ze specyfikacje odlegle od tej
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najprostszej majg bardzo istotne wstgpne szanse. Wydaje sig, ze taki prosty taczny
rozktad a priori niesie staba wiedze wstepna, gwarantujac zarazem tatwoS¢ symu-
lacji Monte Carlo z rozktadu a posteriori, ale jego konkretna rola informacyjna
(w stosunku do funkcji wiarygodnoSci) oraz wrazliwo$¢ rozktadu a posteriori sa
kwestiami empirycznymi, ktére nalezy bada¢ odrebnie dla kazdego analizowa-
nego zestawu danych.

4. L.aczne modelowanie liczby platnosci karta i gotowka

Aby zilustrowac¢ przydatno$¢ empiryczng zaproponowanego modelu statystycz-
nego, w szczegdlnoSci analizy konsekwencji selekcji proby, wykorzystamy dane,
ktére zgromadzono w celu prowadzenia badania opisanego w pracach [Polasik,
Marzec, Fiszeder i Gorka 2012] oraz [Marzec, Polasik i Fiszeder 2013]'. Dane
te zawierajg m.in. informacje o posiadaniu karty ptatniczej (y,) oraz o liczbie
ptatnoSci gotéwkg (y, ) i kartg (y,,) dokonanych (w miesigcu) przez T'= 2518 0s6b,
ktére byty ankietowane w jednym spo$rdd trzech miesigcy: w pazdzierniku, listo-
padzie 2010 r. albo w styczniu 2011 r. Osoby nieposiadajace karty stanowity 52,7%
wszystkich badanych.

Z analizy dwuwymiarowego rozktadu empirycznego dla liczby ptatnosci
gotowka 1 kartg warunkowego wzgledem y, = 1 (w tym jego rozktadow brzego-
wych) wynika, ze w sytuacji posiadania karty ptatniczej Srednia liczba ptatnoSci
gotéwka wynosi 20,5 (odchylenie standardowe jest rowne 17,3), a Srednia liczba
ptatnoSci kartg wynosi 5 (przy odchyleniu standardowym 6,7). Wspétczynnik
warunkowej korelacji empirycznej migdzy y, ay, (przy y,, = 1) ksztattuje si¢ na
poziomie 0,008, co mozna interpretowac jako brak nawet przyblizonej zaleznoSci
liniowej migdzy liczbg platnosci kartg i gotéwka. Jednowymiarowe rozktady
empiryczne przy y, = 1 sugerujg potrzebg zastosowania modelu, w ktérym obie
zmienne skokowe charakteryzujg si¢ rozktadem z nadwyzka zer (zob. [Marzec
i Osiewalski 2012]).

Szeregi rozdzielcze liczby ptatnoSci gotowkg przy y, = 11y, =0 podano
w tabeli 1. W przypadku braku karty platniczej Srednia liczba transakcji
gotéwka wynosi 22,5 (x19,8) i jest wyzsza niz w przypadku posiadania karty.
Takze mediana empirycznego rozkfadu y, przy y, = 0 jest przesunigta na prawo
w stosunku do mediany rozktadu y, przy y, = 1. Wyniki zmodyfikowanego

! Badanie to, obejmujace m.in. zebranie materiatu statystycznego przez TNS Pentor, zostato
sfinansowane przez Narodowy Bank Polski.
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testu W2 Andersona i Darlinga [1954]> wskazujg na silne niepodobiefistwo tych
rozktadow.

Tabela 1. Empiryczne rozktady liczby ptatnosci gotéwkq y, , warunkowe wzgledem
posiadania (y,, = 1) lub nieposiadania (y,, = 0) karty ptatniczej

Liczba ptatnosci | Czgsto$¢ (y,,=1) | Struktura (W %) | Czgsto$¢ (y,,=0) | Struktura (w %)

0 24 2 0 0
(0; 5] 126 11 60 5
(5; 10] 248 21 275 21
(105 15] 196 16 224 17
(15; 20] 148 12 208 16
(205 25] 108 9 151 11
(25; 30] 85 7 123 9
(30; 35] 66 6 73 5
(35; 40] 55 5 57 4
(40; 45] 32 3 55 4
(45; 50] 32 3 26 2
>50 70 6 76 6

Lacznie 1190 100 1328 100
Srednia 20,5 - 225 -
Mediana 16 - 18 -

Zrédto: opracowanie wlasne.

Wyniki uzyskane w modelu P-CP na podstawie danych obejmujacych 1190
posiadaczy kart wskazywaly na niewielka dodatnia korelacje miedzy liczba
platnoSci gotéwka i karta. J. Marzec i J. Osiewalski [2012] potwierdzili to,
stosujac model ZIP-CP, ale jednocze$nie pokazali, ze jego redukcja do P-CP nie
jest zasadna (zob. tez wyniki dla parametréw o i 0 prezentowane w tabeli 4).
Korzystajac z formalnego bayesowskiego poréwnywania modeli (poprzez czynnik
Bayesa) ustalono ponadto, ze w modelu ZIP-CP zmienna Y, musi wyrazac liczbg
transakcji kartg, a ¥, liczbg transakcji gotowkg (nie na odwrot). Konieczno$¢

2 Test w wersji dla zmiennych skokowych, dany formuta:

(F"a )~ F(a,)f
NZ Ft’m(ao 1)(1— Fm(“o,i))p (0011-),

zastosowano dla dwoch szeregdw sktadajacych sie z N = 363 obserwacji, gdzie F*” to dystrybuanta
empiryczna, p to czgstoS¢, a ;i a, ; sa realizacjami zmiennych Y, | Y;=0i7Y, ‘ Y;=1. Wartos¢
statystyki W2 wyniosta 10,9, a kwantyl rZ(;du 0,9999 rozktadu statystyki przy H, wynosi nie wigcej
niz 6,17 (dla 100 obserwacji).
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identyfikacji wtaSciwej kolejnosci zmiennych wynika z niesymetrycznej struktury
modelu dwuwymiarowego.

Obecnie przedstawione zostang wyniki uzyskane na podstawie petnego zbioru
danych, uwzgledniajacego osoby bez kart ptatniczych. Podobnie jak w pracy
[Marzec i Osiewalski 2012] wykorzystano dane surowe, bez wag okre§lajacych
stopiefi reprezentatywnoSci poszczegdlnych obserwacji’. Rozwazamy model
statystyczny oméwiony w poprzedniej czedci pracy, na ktdry sktadajg sie odrgbne
modele zmiennych licznikowych dla 7, = 1190 par (Y|, ¥,) przy ¥, = 1 i dla
T, = 1328 zmiennych Y, przy Y, = 0 oraz tgczacy je model zmiennej dychoto-
micznej YV, (dla T =T, + T, = 2518). Jako zmienne objasniajgce wykorzystano
gtéwne cechy ankietowanych konsumentéw. Przyjeto, ze w kazdym z trzech
modeli sktadowych wystepuje ten sam zestaw (potencjalnych) zmiennych obja-
$niajacych.

W tabeli 2 przedstawiono zmienne obja$niajgce i ich typowe wartosci, tj. Srednie
w przypadku zmiennych ciaggtych i najczestsze dla zmiennych dychotomicznych.
Warto zwréci¢ uwage, ze — na prezentowanym poziomie agregacji informacji
z badania ankietowego — gléwnymi czynnikami okreSlajacymi posiadanie karty
wydaja sie: deklarowany dochdéd w rodzinie, wyksztatcenie, stan cywilny i dostep
do Internetu. Wiecej wnioskéw uzyskamy, analizujgc wyniki podane w tabeli 3.
W catym zbiorze badanych kobiety stanowity 56% ankietowanych, odsetek oséb
bedacych w formalnym zwigzku wyniést 56%, a 61% ankietowanych posiadato
dostep do Internetu. Czynnikiem wyja$niajgcym zréznicowanie liczby transakcji
kartg badz gotéwka moze by¢ miejsce zamieszkania. W miastach mieszkato 63%
wszystkich badanych. Wérdd posiadaczy kart ptatniczych 71% byto mieszkancami
miast. Odsetek os6b bez kart, a mieszkajacych w miastach, byt nizszy i wynosit
56%. Bezwarunkowa czesto$¢ posiadania karty byta réwna 47,3%, jednak czgstosé
posiadania karty przez klienta pod warunkiem, ze mieszka w mieScie, wyniosta
53%. Natomiast udzial posiadaczy karty wynosit: 49% wSsréd mezczyzn, 55%
wSsréd zameznych albo zonatych oraz 58% wSsrdéd oséb posiadajacych dostep do
Internetu.

Uzyskany przy zatozeniu niezaleznoSci a priori rozktad a posteriori parame-
tréw tréjwymiarowego modelu statystycznego, danego wzorem (23), probkowano
stosujac metody MCMC (Monte Carlo typu tancuchéw Markowa); zastosowano
sekwencyjng wersje algorytmu Metropolisa i Hastingsa. Wykorzystujac nieza-
lezno$¢ a posteriori, wynikajaca z separowalnosci funkcji wiarygodnoSci (24)
i niezaleznoSci a priori poszczegdlnych wektoréw parametrow, dokonano osobno
estymacji parametréow kazdego z trzech modeli sktadowych, tj. 3,,,, 010
w modelu ZIP-CP (M), Bz,o w modelu Poissona dla liczby transakcji gotéwka

3 W badaniach opisanych w pracach [Polasik, Marzec, Fiszeder i Gérka 2012] oraz [Marzec,
Polasik i Fiszeder 2013] uzyto danych wazonych.
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w przypadku braku karty (M,), oraz 3, w modelu logitowym posiadania karty

(M,). Lgczna liczba parametréw wyniosta 34.
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Tabela 2. Przecigtne (Srednie lub najczestsze) warto§ci zmiennych objasniajacych

T =2518 T,=1190 T,=1328
Zmienna objas$niajaca qeznie posll(zci?é acy bez arty
Pte¢ (1 — mezczyzna, O — kobieta) 0 0 0
Wiek (w latach) 41,2 40,1 422
Stan cywilny (1 — zonaty lub zamezna, O — nie) 1 1 0
Miejsce zamieszkania (1 — miasto, 0 — wies) 1 1 1
Miesigczny dochéd w rodzinie (w tys. zt) 29 33 2,5
Wyksztatcenie (lata nauki) 12,3 13,2 11,5
Dostep do Internetu (1 — tak, 0 — nie) 1 1 0

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Udziat wartoSci 1 w przypadku dychotomicznych zmiennych objasniajacych
(W %)

T=2518 T,=1190 T,=1328

Zmienna obja$niajaca acznie posli(ig acy bez karty
Pte¢ (1 — mezczyzna, O — kobieta) 44 45 42
Stan cywilny (1 — zonaty lub zamezna, O — nie) 56 65 48
Miejsce zamieszkania (1 — miasto, 0 — wies) 63 71 56
Dostep do Internetu (1 — tak, 0 — nie) 61 76 49

Zrédto: opracowanie wiasne.

W tabeli 4 zaprezentowano warto$ci oczekiwane i odchylenia standardowe
a posteriori parametrow. Postulowany w modelu M, wptyw wszystkich zmien-
nych objasniajacych na liczbe ptatnosci gotéwka, gdy konsument korzysta rowno-
cze$nie z karty, zostal potwierdzony przez dane. Natomiast tylko posiadanie przez
konsumenta dostepu do Internetu, jego wyksztatcenie i dochdd powoduja znaczace
zréznicowanie liczby ptatnoSci kartg. W czystym modelu Poissona (M,) ptec
konsumenta i jego dochdd wydaja si¢ nie mie¢ wplywu na zréznicowanie liczby
transakcji gotowkg w sytuacji braku karty. W modelu logitowym (M,) determi-
nantami posiadania karty ptatniczej okazuja si¢ wszystkie zmienne objaSniajace
z wyjatkiem wieku, ktéry wyraznie nie ma znaczenia.
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Tabela 4. Warto$ci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametréw ([3)
modeli

Zmienna/parametr Model EB|y) | D(B|y) Model EB|y) | D(B|y)
W17 0911 0,098 5455 | 0,330
Ple¢ —0,044 | 0025 0,181 0,092
Wiek —0,002 | 0,001 M. model 0,001 0,003
Stan cywilny M;: ptatnosci —-0,048 0,029 16gitowy 0,596 0,102
Miejsce zamieszkania kartg —0,007 | 0028 | posiadania | (483 0,096
Dochéd 0051 | 0010 karty 0,185 | 0039
Wyksztatcenie 0,056 | 0,006 0297 | 0,024
Internet 0,361 0,039 0,622 | 0,106
W17 2,825 | 0,50 2,133 0,051
Ple¢ -0,101 | 0013 -0014 | 0013
Wik 0008 | 0001 | Myimodel 550,10 001

Poissona —
Stan Clelny Ml: pl’atnoéci —0,158 0,015 transakcje 0,082 0,015
Miejsce zamieszkania | ~ 8otéwka 0,145 0,015 gotéwky 0,126 0,015
. (gdy brak
Dochéd 0,016 | 0006 -0,009 | 0,006
karty)
Wyksztatcenie -0,008 | 0003 0,062 | 0,003
Internet -0085 | 0016 0,152 0,016
a - 0,004 | 0001 - - -
d - ~1,876 | 0,041 - - -

Zrédto: opracowanie wlasne.

Warto zauwazy¢, ze wystepuja duze rdéznice w wartoSciach oczekiwanych
a posteriori parametréw opisujacych liczbe transakcji gotdowka w modelach
M, i M,. Az dla czterech (z siedmiu) zmiennych objasniajgcych (stan cywilny,
dochdd, wyksztalcenie i Internet) znaki tych charakterystyk sa przeciwne — co
oznacza, ze kierunek wptywu danej zmiennej na liczbe wykonanych transakcji
gotéwka jest inny w zaleznoSci od tego, czy konsument posiada dodatkowy instru-
ment platnosSci w postaci karty. Odchylenia standardowe a posteriori wigkszoSci
parametrow sg stosunkowo mate. Spostrzezenia te sugerujg, ze rownos¢ p, = 3, |
nie zachodzi. Oznaczatoby to, ze we wnioskowaniu o samych parametrach selekcja
proby nie powoduje negatywnych konsekwencji i mozna ograniczy¢ si¢ do kazdego
modelu oddzielnie (dla odpowiednich podzbioréw danych).

W celu zweryfikowania hipotezy {3, = B, , zastosowano bayesowski odpo-
wiednik testu chi-kwadrat. Niech k= 8, — 3, ;; opierajgc si¢ na idei testu nie-
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bayesowskiego, dla zmiennej wielowymiarowej Kk rozwaza si¢ form¢ kwadratowg
postaci (por. [Marzec, Osiewalski 2008]):

T=t(k37) = (k- E(x | »)) (Vx| ) (k= E(x | 7)), (25)

gdzie E(x ‘y)=E<Bz ‘ J’)—E<[32,o ‘ )’) ir(x ‘ J’)=V<f32 ‘ J/>+V<f52,0 ‘ y>, a sumo-
wanie macierzy kowariancji a posteriori wynika z niezaleznoS$ci a posteriori obu
poréwnywanych wektoréw parametréw, zachodzgcej w proponowanym modelu
og6lnym (bez restrykcji). Jednowymiarowa zmienna T jest losowa jako funkcja
zar6wno obserwacji, jak i parametrow modelu; we wnioskowaniu na podstawie
danych interesuje nas jej rozktad a posteriori, czyli warunkowy wzgledem danych,
o gestosci p(t | »). Testowanie hipotezy k =0 sprowadza si¢ do zbadania, czy
warto§¢ t(0; y) lezy w obszarze najwigkszej gestosci p(t ‘ »), przy wysokim,
ustalonym prawdopodobienstwie a posteriori (1 — o) tego obszaru. Je§li tak, to nie
odrzucamy hipotezy k =0 i przechodzimy do analizy modelu z ta restrykcja, unie-
mozliwiajgcg odrebne traktowanie dwéch podzbioréw obserwaciji. Jesli wartosS¢
t(0; y) znajduje si¢ poza obszarem wysokiej gestoSci a posteriori, to réwno$é
Kk =0 jest nieuzasadniona w Swietle dostepnych danych i ja odrzucamy, pozostajac
przy wnioskach z modelu ogdlnego, umozliwiajacego wstepny podziat obserwacji
na dwie grupy i osobne traktowanie kazdej z nich.

Wyniki uzyskane za pomocg tego testu §wiadczg przeciwko hipotezie kK =0.
Rozktad a posteriori zmiennej losowej T(k; ) jest jednomodalny i prawostronnie
asymetryczny, a jego modalna wynosi 5,7. Przedziat (0, 20) zawiera t(k;y)
z prawdopodobiefistwem a posteriori réwnym 0,99, za§ wartos¢ t(0; y) wynosi
973,85. Zatem wartoS¢ ta znajduje sie bardzo daleko w prawym ogonie rozktadu
a posteriori dla T, czyli zatozenie réwnosci wektoréw 3, i 3, , nie znajduje uzasad-
nienia. Wystarczajaca jest estymacja parametréw z wykorzystaniem separowal-
noSci funkcji wiarygodnoS$ci danej wzorem (24); taka estymacja parametréw nie
jest obarczona ,,btedem selekcji proby”.

Na koniec prezentujemy wyniki dla wspdéiczynnikéw korelacji miedzy
liczbg transakcji oboma instrumentami ptatniczymi (Y,,, ¥,). Przypomnijmy,
ze wspoiczynnik ten jest funkcjg wszystkich parametrow trzech podmodeli,
wigc bez wzgledu na wynik wczesniej prezentowanego testu wyznaczenie jego
charakterystyk a posteriori jest mozliwe tylko w modelu tacznym. Syntetyczne
wyniki estymacji zostaty pokazane w tabeli 5. Dla wszystkich obserwacji
(T = 2518) otrzymano rozktady a posteriori dla Corr( Yi, Yy ‘ 8), czyli bezwa-
runkowego wspoétczynnika korelacji, skupione blisko zera — ale wylacznie po
stronie warto$ci dodatnich; charakteryzowaty si¢ one matym odchyleniem stan-
dardowym. Srednia warto$¢ oczekiwana a posteriori wyniosta 0,072, przy czym
najmniejsza 0,031, a najwigksza 0,16; korelacja jest wigc bardzo staba, ale dodatnia.
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Tabela 5. USrednione (po obserwacjach) wartoSci oczekiwane a posteriori
wspotczynnikéw korelacji pary (Y, Y,)

. Srednia ocena
Wspétczynnik Wk adak
korelacji gy Ons‘“z‘;m_pf)“a akart gdy brak karty (Y, = 0)
3t
Corr( Yy Yo e) 0,072 (dla T = 2518)
Corr(Y,,, Yy |0) 0,065 (dla T, = 1190) 0,079 (dla T, = 1328)
Corr( ¥y, Yy | Y3, =1, e) 0,073 (dla T, = 1190) -

Zrédto: opracowanie wlasne.

W modelu ZIP-CP - tylko dla posiadaczy karty ptatniczej — Srednia wartoS¢ ocze-
kiwana a posterlorl warunkowego wspéiczynnika korelacji Corr( Yi, Yo ‘ Y5 =1, 6)
wyniosta 0,073. Srednia ocena korelacji bezwarunkowej (migdzy liczbg transakcji
kartg i gotowkg) jest praktycznie taka sama jak korelacji warunkowej przy Y, =1,
cho¢ Srednie czastkowe korelacji bezwarunkowej (liczone dla posiadaczy karty
1 dla oséb bez karty) sa odmienne.

5. Podsumowanie

Omawiany tréjwymiarowy rozklad skokowy i zbudowany na tej podstawie
bayesowski model statystyczny zaproponowano w celu tacznego modelowania
dwéch zmiennych licznikowych, z ktérych pierwsza moze by¢ zdegenerowana
w zerze. Zaproponowany przez autorow model statystyczny polega na zastoso-
waniu zmiennej dychotomicznej (zero-jedynkowej) do przetaczania migdzy
dwoma modelami zmiennych licznikowych: dwu- i jednowymiarowym, przy
czym model jednowymiarowy jest otrzymywany z dwuwymiarowego przez
odpowiednie warunkowanie. O ile przedstawiony schemat modelowania ma walor
ogdlnosci, o tyle wybdr konkretnych klas modeli sktfadowych moze podlegaé
zmianom. Wybierajac specyfikacje ZIP-CP dla dwuwymiarowej zmiennej licz-
nikowej i logistyczng dla zmiennej dychotomicznej kierowano si¢ prostotg obu,
prowadzaca do prostego modelu tréjwymiarowego, a takze zbadanymi dobrymi
wlasnoSciami modelu ZIP-CP. Zmiana specyfikacji logistycznej na inng,
np. oparta na dystrybuancie skoSnego rozktadu Studenta i wykorzystujaca inter-
akcje migdzy zmiennymi objasniajagcymi (tzw. model II rzedu, zob. [Osiewalski
i Marzec 2004a)), nie jest trudna i moze podnie$¢ jako§¢ modelu — choé nie musi
(jest to kwestia empiryczna). Trudne bedzie zastgpienie specyfikacji ZIP-CP,
gléwnej czedci modelu przelacznikowego, innym modelem. Uzycie w tym celu
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alternatywnych specyfikacji dla dwoch powigzanych zmiennych licznikowych
bedzie przedmiotem dalszych badaf autoréw.

Jesli chodzi o specyficznie bayesowski element zaproponowanego modelu —
rozktad a priori, to jego posta¢ moze oczywiScie podlega¢ zmianom, ale nalezy
zwréci¢ uwage na dwa kluczowe elementy. Separowalno$¢ funkcji wiarygodnosci
wzgledem parametréw modeli skfadowych moze by¢ w petni wykorzystana tylko
przy niezaleznoSci a priori tych grup parametréw, wiec nie nalezy z niezaleznoSci
rezygnowac. Z kolei szczegdlna postaé rozktadu a priori (normalny o Sredniej
0 i wariancji 1), przyjeta przez nas dla kazdego indywidualnego parametru, nie
ma znaczenia, jeSli liczba obserwacji jest bardzo duza (jak w zaproponowanym
przyktadzie empirycznym). OczywiScie, przy matej liczbie obserwacji warto
dokonac¢ analizy wrazliwoSci wynikéw na rozktad a priori w ramach szerszej klasy
(np. rozktadéw Studenta).

W zaproponowanym modelu bayesowskim mozna tatwo zastosowac test
typu Lindleya, tj. bayesowski odpowiednik testu F badZ chi-kwadrat, by zbadac
zasadnicza restrykcje identycznoSci parametréw opisujacych w dwdch sytuacjach
te zmienng licznikowa, ktdra jest niezdegenerowana (jest nietrywialnie obserwo-
wana) dla obu wartoSci zmiennej zero-jedynkowej. W dalszych badaniach warto
zastosowaé bayesowskie pordwnywanie mocy wyjasniajacej konkurencyjnych
modeli poprzez ich prawdopodobiefistwa a posteriori, co wymaga odpowiedniej
metody obliczenia brzegowej gestosci wektora obserwacji w kazdym z modeli.
W przypadku stosowania metod Monte Carlo faficuchéw Markowa (w celu préb-
kowania rozktadu a posteriori co najwyzej kilkudziesigciu parametréw modeli)
wilasciwym narzedziem jest skorygowany estymator Sredniej arytmetycznej, ktory
zaproponowata A. Pajor [2017].

Poza testowaniem waznej restrykcji, proponowany model tréjwymiarowy
pozwala badaé skutki wstepnej selekcji obserwacji, polegajacej na usunigciu tych,
dla ktérych obserwowana jest tylko jedna zmienna licznikowa. W przykfadzie
empirycznym, dotyczacym modelowania liczby ptatnoSci dwoma instrumentami
ptatniczymi (kartg i gotéwka), wykazano, ze samo wnioskowanie o poszczegdl-
nych parametrach nie byto zagrozone ,,btedem selekcji proby”, gdyz odrzucono
restrykcje wigzaca parametry opisujace liczbe ptatnoSci gotowkowych w sytu-
acjach posiadania karty ptatniczej i jej braku. Pokazano tez, ze gtebsze wniosko-
wanie o korelacji miedzy liczbami ptatnoSci kartg i gotowka, odrézniajace kore-
lacje warunkowg (wzgledem posiadania karty) od bezwarunkowej, mozliwe jest
dopiero na gruncie modelu petnego (tréjwymiarowego). Empirycznie, oba rodzaje
korelacji okazaly si¢ podobne co do wartoSci.
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Bivariate Count Variables — Bayesian Modelling of Sample Selection
(Abstract)

The article presents a joint statistical model of two count variables, one of which
can be degenerated at zero. We consider a modelling framework based on switching
between a bivariate Poisson regression model and a univariate one, where the switching
depends on the observed outcome of the third, dichotomous variable. Bayesian analysis
is advocated; in two special cases of our Bayesian model, important consequences for
inference are stated. In the empirical section we consider joint modelling of the number
of cash and bank card transactions in Poland with the use of data for both cardholders and
non-holders.

Keywords: bivariate Poisson regression models, switching between non-degenerate and
degenerate distributions, likelihood factorisation, bank card and cash payments.



